Prof. N. A’Campo Infini IT, Sommersemester 2001

Umbkehrsatz fiir differenzierbare Funktionen

Seien (V,|| ||y und (W, || |lw) normierte endlichdimensionale R-Vektorrdume.
Sei U C V eine offene Teilmenge in V und sei f : U — W eine stetig differen-
zierbare Funktion. Im ersten Teil dieses Skripts werden wir aus zusétzlichen An-
nahmen iiber das Differential (D f), : V' — W an der Stelle p € U Eigenschaften
fiir die Funktion f herleiten. Im zweiten Teil wird der sogenannte Umkehrsatz
behandelt. Im dritten Teil kommen Anwendungen. Wir werden die Notationen
b (p,R) :={q €V ||p—dllv <R} und BY(p,R) :={q €V ||lp—qllv <R}
fir p€ V und R € R, R > 0, gebrauchen. Die Teilmenge b (p, R) heisst offene
Kugel mit Zentrum p und mit Radius R im Raum V. Die Teilmenge B (p, R)
heisst abgeschlossene Kugel mit Zentrum p und mit Radius R im Raum V. Fiir
p € U und U offene Teilmenge in V existiert ein R € R, R > 0, mit b¥ (p, R) C U.
Fiir jede Zahl R’ € R mit 0 < R’ < R gilt dann BY (p, R') C U.

1.1 Wir machen zunéchst die zusétzliche Annahme, dass das Differential (D f),, :
V — W an der Stelle p € V injektiv ist.

Sei
(Df)p(h) W
A= [[(Df)pllviw = Subpey pnro hp
[IAllv
die Operatornorm des Differentials und sei
1DF)p(M)llw

A= InfheV,h;éO hly

die sogenannte Ko-Operatornorm des Differentials. Es gilt A < A. Da wir an-
genommen haben, dass das Differential (Df), injektiv ist und der Raum V
endlicher Dimension ist, gilt A > 0. Fiir h € V gilt nun

Allnllv < (D F)p(W)llw < Allh]lv

und somit ist das Differential (Df), : V' — W eine Lipschitz-Einbettung von V
in W.

Da U eine offene Teilmenge in V ist, existiert ein R € R, R > 0, mit BY (p, R) C
U.

Sei nun RM € R,0 < R < R, so gewiihlt, dass fiir ||h]|y < R das Restglied
R(p,h) € W der Dreigliedentwickelung

flp+h)=f(p)+ (Df)p(h) + R(p, h)

die Abschitzung ||R(p, h)|lw < 1/2 A||h||y erfiillt. Ein solches R existiert, da
hier 1/2 X > 0 ist, und da das Restglied relativ klein zu h ist.

Daraus folgt, dass f die folgende Eigenschaft hat: fiir ¢ € BY (p, RM) mit ¢ # p
gilt f(p) # f(q)-



Denn fiir h = ¢ — p gilt die Abschitzung

1f(a) = F)llw = [I(Df)p(h) + R(p, h)l[w =

(D fp(MW)lw = [|R(p, P)|lw =
Al[Rllv = 1/2A[|h][v = 1/2A|[R[|v > 0.
Beachte, dass wir nicht behaupten, es géibe ein R > 0 mit f(q1) # f(g2) fiir
q1,92 € Bv(pa R(l))aql 7& q2.

Als Beispiel untersuche die Funktion f : R — R, f(z) = x + 2%sin(Z) an der
Stelle = 0; f ist differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar!

1.2 Wir machen wieder die zusétzliche Annahme, dass das Differential (Df), :
V — W an der Stelle p € V injektiv ist, aber wir werden in der Argumentation
auch ausnutzen, dass f stetig differenzierbar ist.

Per Definition ist f : U — W stetig differenzierbar, wenn die Zuordnung ¢ €
U~ (Df)q € Hom(V, W) stetig ist. Wegen der Stetigkeit der Zuordnung ¢ €
U~ (Df)y € Hom(V, W) an der Stelle p € U, existiert also zu jedem € € R, ¢ >
0, ein § € R,§ > 0, derart, dass fiir ¢ € BY (p,8)i N U gilt:

D)y = (Df)gllvw <e

Es sei bereits R € R, R > 0, so gewihlt, dass BY (p, R) C U gilt.

Wir erhalten die zusiitzliche Eigenschaft der Existenz eines R € R,0 < R(?) <
R, derart, dass fiir ¢ € BY (p, R®) das Differential (Df)q : V — W injektiv ist.
Denn withle R® € R,0 < R® < R, so, dass fiir ¢ € BV (p, R?)) gilt:

H(Df)p = (Df)gllviw < 1/2A.

Fiir ¢ € BV (p, R®) und h € V, h # 0, gilt dann
D)Wy = [[(Df)p(h) + ((Df)g — (Df)p)(W)llw =

HDL)p(M)llw = [((Df)g = (Df)p) (M)W
= Alhllv = 1/2 Al[h[lv = 1/2 A||A][y >0,
und somit ist fiir ¢ € BY (p, R®) das Differential (Df)q injektiv.

Wir konnen die erzielte Eigenschaft wie folgt schirfer formulieren: Ist die Ko-
Norm des Differentials (D f), gleich A > 0, dann sind die Ko-Normen der Diffe-
rentiale (D f),, wobei q eine Kugel BY (p, R®?)) durchliuft, grosser gleich 1/2 \.

1.3 Wir machen wieder die zusétzliche Annahme, dass das Differential (D f), :
V — W an der Stelle p € V injektiv ist.
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Die Eigenschaft, die wir herleiten, ist die Existenz eines R®) e R,0 < R®) <R,
derart, dass fiir q1,q2 € BY (p, R®), 1 # q2, gilt f(q1) # f(q2).

Diese Eigenschaft ldsst sich pragnant so formulieren: Ist das Differential an einer
Stelle p € U injektiv, dann ist f an der Stelle p lokal injektiv. Dabei bedeutet
lokal injektiv an der Stelle p, dass fiir ein R®®) > 0 die Einschrinkung von f auf
BY (p, R®) injektiv ist.

Denn wihle R®) = R®). Fiir q1, ¢ € BY (p, R®) liegt der Weg
tel0,1]—~#)=01-t)q +tg eV
ganz in BY (p, R®®) und verbindet die Punkte g, go. Es gilt:
fl@2) = fl@) = fF((1)) = fF(7(0)) =

! d
| ©@nw G,

da f o~ Stammfunktion des Integranden (Df),y(t)(%'y(t)) ist.

Bemerke %v(t) = g2 — q1,t € [0,1]. Es folgt nun

Fla) — Fla) =
/0 (DF)y (g2 — q1)dt + / (D) 1—tyarseas — (D)) (@2 — ar)dt =

(Df)la — 1) + / (D) —tyanstas — (DF)) (@2 — a1)dt

und

1f(q2) — f(q)llw >

N(Df)p(gz — g)llw — ||/0 (Df)a=t)qr+taz — (Df)p)(a2 — qu)dt||w >

Mgz —aillv —1/2 N2 — ail|v = 1/2 X||g2 — a1]|v

da
[(Df)p(a2 — q)llw > Mlg2 — a1lv,

||/ (Df)a—t)gi+tg — (Df)p)(@2 — qu)dt||w <
0
/0 (DD 1—tyarttan — (D)2 — a)llwt <

1
/1/2>\||Q2—Q1Hvdt=1/2/\||Q2—Q1||V
0

gelten.



1.4 Wir machen wieder die zusétzliche Annahme, dass das Differential (Df), :
V — W an der Stelle p € V injektiv ist. Dann gibt es ein R € R,0 < R¥ < R,
derart dass die Einschrinkung g := fipv(, gw) von [ auf BY (p, R¥) eine
Lipschitz-Einbettung g : B (p, R®)) — W ist.

Denn withle R = R?), Dann gilt fiir ¢1, ¢ € BY (p, R®)
1/2M|q1 — a2llv < lgar) — g9(g2)llw < (A+1/2N)[[q1 — gal|v-

Die erste Ungleichung hatten wir schon bewiesen, die zweite folgt aus:

llg(q1) — g(@)llw = 11f(q2) — f(@)llw <

1
(D F)plg2 = q)llw + H/O (D) a-tart+tax = (DF)p)(a2 — qr)di]| <
(A+1/20)[lq1 — g2llv-
1.5 Wir machen wieder die zusétzliche Annahme, dass das Differential (Df), :

V — W an der Stelle p € V injektiv ist. Dann gibt es ein R®) € R,0 < R®) < R,
derart, dass fiir q1,q2 € BY (p, R®) der Term R(p,q1,q2 — q1), der durch

R(p,q1, 92 — q1) := f(a2) — f(q1) = (Df)p(g2 — q1)
definiert ist, die Abschétzung

|R(p,q1,q2 — q1)||lw < 1/2X||(¢2 — @1)||w

erfiillt.
Denn wihle R®) = R®?) so, dass dann fiir ¢ € BY (p, R(5)) gilt

(Df)p = (Df)gllviw < 1/2A.

Es folgt fiir q1,q2 € BY (p, R®)) (siche oben)

HR(Z), q1,q92 — Q1)HW =

1
! / (DF)r—tyarstan — (DP)pldz — a1)dtl |y <

172 M|(q2 — q1)llv-

2.1 Jetzt nehmen wir sogar an, dass das Differential (Df), : V. — W an der
Stelle p € V' ein Isomorphismus von V nach W ist.

Bemerkt sei vorerst, dass die Vektorrdume V und W nun gleicher Dimension
sind. Das Inverse der Ko-Norm A des Differentials (D f)p stimmt iiberein mit der
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Operatornorm [|(Df),!||w,v der Umkehrung (Df), ' : W — V des Differentials

(Df)p- Es gilt also
_ 1
1D wy = -
Die Eigenschaft, die wir herleiten, ist die Existenz eines R(®) € R,0 < R(®) < R

derart, dass fiir jedes 0 < r < R(®) die Inklusion BY (f(p),1/2\r) C f(BY (p,7))
gilt.

Dazu wiihle wiederum R() = R(®). Seir € R,0 < r < R®. Seiw € BV (f(p),1/2 \r).
Um die Inklusion BY (f(p),1/2\r) C f(BY (p,r)) zu zeigen, mussen wir fiir je-

des w € BW(f(p),1/2Ar) ein v € BY (p,r)) mit f(v) = w konstruieren. Anders
gesagt, fiir jedes w € BV (f(p),1/2 Ar) mussen wir die Gleichung f(v) = w nach

ein v € BY (p,r)) losen.

Statt direkt ein v € BY(p,7)) mit f(v) = w anzugeben, werden wir w €
BY (f(p),1/2 Ar) die Abbildung, die von Isaac Newton eingefiihrt ist,

g€ BY(p,r) = Nu(q) :==q— (Df), " (f(q) —w) e W
zuordnen. Nun untersuchen wir die Abbildung N,,.
Es gilt N,,(p) € BY (p, 37). Denn

Ip = Nuw(p)llv = (D), (f(p) = w)llv <

D), w7 ) = wllw < 31725 =
Es gilt Ny (BY (p,)) C BY (p, 7). Dazu fiir ¢ € BY (p, )
INw(q) = Nuw(p)llv = ll(g —p) — (Df), " (f(q) = FR)llv =
(@ =p) = (D), (Df)pla = p) + Rlp,a = p))llv =

(D), (R(p, g = p)Ilv <

||(Df);1\|w,v |R(p,q —p)|lw <
1 1
—1/2 = —r.
3 /2 Ar 5"

Es folgt

[[Nw(q) = pllv < [[Nw(q) — Nuw(@)|lv + [[Nuw(p) = pllv <7

Da nun N, (BY (p,7)) € BY (p,r) zutrifft, kénnen wir N,, als Abbildung N,, :
BV (p,r) — BY (p,r) auffassen.

Die Abbildung N, : BY(p,r) — BY(p,r) ist eine Lipschitz-Abbildung mit
Faktor % Denn fiir q1,q2 € BY (p,7) gilt mit 1.5

INw(g2) = Nuw(an)llv = (Df); (R(p,ar.a2 — a)llv <
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||(Df);1|\w,v|\R(p, 71,62 — q)llw <

1
TU2e — allv = 1/2le2 ~ aillv-

Die Abbildung N,, hat hochstens einen Fixpunkt. Denn angenommen g¢i,qs €
BV (p,r) sind zwei Fixpunkte. Dann gilt

1
llg1 — a2llv = ||[Nw(q1) = Nuw(g2)||v < §|\Q1 — go||v

und folglich ||¢1 — ¢2||v = 0 und ¢1 = ¢o.

Wir zeigen, dass die Abbildung N,, einen Fixpunkt in BY (p,r) hat. Dazu be-
trachte die Folge (v,)nen in BY (p,r), die wir rekursiv definieren: vy = p und
Unt1 = Ny(vy). Die Folge (vp,)nen ist eine Cauchy-Folge in W, somit kon-
vergent in BY (p,7). Es gilt Ny, (lim, 0 v,) = limy, o0 vyy1, und folglich ist
v = limy,_, s v, ein Fixpunkt fiir N,,.

Aber aus v = Ny (v) = v—(Df);*(f(v)—w) folgt f(v) = w, alsoist v € BY (p, )
die gesuchte Losung der Gleichung.

2.2 Sei M C U eine nichtleere offene Teilmenge in U. Wir nehmen an, dass
fir alle ¢ € M das Differential (Df), : V — W ein Isomorphismus ist. Die
Eigenschaft betrifft das Bild F(M) C W und besagt, dass f(M) eine offene
Teilmenge in W ist.

Denn fiir ¢ € M existiert nach 2.1 ein r, € R, 7, > 0, derart, dass b (f(q), ’\“% C
f(BY(q,7,)) gilt, wobei A\, > 0 die Ko-Norm des Differentials (D f), ist. Es folgt

F(M) = Ugenb™ (£(q), /\‘J;q, und somit ist f(M) eine offene Teilmenge in W.

2.3 Wir formulieren und beweisen nun den Umkehrsatz fiir differenzierbare
Funktionen.

Seien A und B offene Teilmengen in endlichdimensionalen R-Vektorrdumen.
Ein Diffeomorphismus von A nach B ist eine Bijektion ¢ : A — B, derart
dass ¢ und die Umkehrabbildung ¢! : B — A differenzierbar sind. Fiir p €
A ist die Zusammensetzung (Dg~1')(g(p) o (Dg), die Identitétsabbildung des
Vektorraums, der A umfasst. Es folgt, dass fiir p € A das Differential (Dg), ein
Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

Zum Beispiel ist die Abbildung 2 € R + 22 € R bijektiv, aber kein Diffeomor-
phismus von A = R nach B = R. Die Abbildung z € R — 23 +27%(z+1)3 e R
ist ein Diffeomorphismus.

Satz 1 Seien (V,|| ||v und (W, || ||w) normierte endlichdimensionale R- Vektorrdiume.
Sei U C V eine offene Teilmenge in V und sei f : U — W eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Sei fir ein p € U das Differential (Df), : V. — W



ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Dann existiert ein r € R,r > 0, mit
BV (p,r) C U derart, dass das Bild f(bY(p,7)) offen in W ist und die Ein-
schrinkung von f zu g :=bY (p,r) — f(bY (p,r)) ein Diffeomorphismus ist.

Beweis: Wihle r € R,7 > 0, mit » < R). Dann gilt " (p,r) C U und nach 1.2
ist die Einschrinkung von f auf b (p,r) injektiv. Weiter ist nach 1.3 fiir jedes
q € bY(p,r) das Differential (Df), : V — W injektiv, somit ein Isomorphismus,
da Dim V = Dim W. Es folgt nach 2.1, dass f(bY (p,r)) eine offene Teilmenge in
W ist. Somit ist die Einschréinkung g : b¥ (p,r) — f(b¥ (p, 7)) bijektiv und auch
differenzierbar.

Es bleibt zu zeigen, dass die Umkehrabbildung g~ : f(bY(p,7)) — bY(p,7)
differenzierbar ist. Dazu, sei w € f(bY (p,r)). Sei u := g~ (w) € b (p,r). Fiir
h € W mit w+ h € f(b¥(p,r)) setzen wir eine Dreigliedentwicklung an der
Stelle w fiir g~! an:

g Y w4+ h) =g Hw) + (Df)u) 1 (h) + Ry-1(w,h) =
+((Df)u) " (h) + Ry-r (w, h).

Zu zeigen ist, dass der so definierte Restterm Rg-1(w, h) relativ klein zu h ist.
Sei A, die Ko-Norm und A, die Operatornorm von (D f),,. Nun erhélt man mit
der Dreigliedentwicklung von g an der Stelle u = g~ (w):

w+h=g(g~ (w+h) =g(g~" (w) + (D)) (h) + Ry-1(w, h)) =

)
9(g7H(w)) + (DF)u((Df)g (h) + (Df)u(Ry-1 (w, h)) + Ry(u, k(h)) =
w+h+ (Df)u(Ry-1(w, h)) + Ry(u, k(h)),
wobei wir
k(h) := (Df)u) ' (h) + Rg-1(w, h))
setzen. Es folgt
Rg-1(w, h) = (Df); (Rg(u, k(h))).

Es gilt f(u+k(h)) = g(u+k(h)) = g(u) +h = f(u)+ h. Da die Einschrinkung
von f auf BY (u,r) eine Lipschitz-Einbettung ist, folgt mit 1.4

Ay
Ikl < (5 + Au)llRllw-
Da g differenzierbar ist, ist das Restglied R,(u, k) relativ klein zu k. Fiir jedes
€ > 0 gibt es ein § > 0, so dass

€Ay
+ A

1Ry, Bl <
2
gilt, sobald k € V, ||k||v < 0 zutrifft. Dann gilt fiir
)

[Ik[lv

h e W |hllw <



die Abschitzung
|Rg—1 (w, h)llv =

1(DF)a " (B (u, k(W))llv <

1

- Auellk(R)llv = ellk(R)]v
womit gezeigt ist, dass R,-1(w, h) relativ klein zu h ist. Die Umkehrabbildung
g~ ! ist somit differenzierbar und Es folgt, dass die hier oben angesetzte Drei-
gliedentwicklung fiir g~! zuliissig ist und dass die Umkehrabbildung ¢g~! somit
differenzierbar ist.

Aus dieser Dreigliedentwicklung lisst sich auch das Differential (Dg~—1),, der
Umbkehrabbildung ¢g~! an der Stelle w ablesen. Man sieht:

(D(g™)w = (Dg) 7 (-
|

Aufgabe 1. Seien S := {p € R? | z(p) > Oundy(p) > 0} und ¥ := {p €
R? | z(p) > Oodery(p) > 0}. Zeige, dass es eine differenzierbare Kurve v : R —
R? mit y(R) € S U {0}, 7(0) = 0 und £4~(0) # 0 gibt. Zeige, dass es keine
differenzierbare Kurve v : R — R? mit v(R) € SU{0}, v(0) = 0 und %7(0) #0
gibt.

Aufgabe 2. Zeige, dass es kein Diffeomorphismus f : R? — R? mit f(S) =X
geben kann.

Aufgabe 3. Konstuire einen Diffeomorphismus f: .5 — X.

Aufgabe 4. Sei U :={p e R" | z1(p) < 22(p) < --- < zn(p)}. Sei f: U = R"
die Abbildung f = (f1, f2, -+, fn), deren k-te Koordinatenfunktion f; : U —
R,1 <k <n, durch

fep) = (1% >z (P)n ()i (p)
11 <t <. <ip
gegeben ist. Kontrolliere die Identitét:
(X —21(P)(X = 22(p) - (X =2 (p)) = X"+ fr(p) X" "1+ + ful(p).

Zeige, dass f(U) eine offene Teilmenge in R™ ist. Zeige, dass die Menge M der
Polynome n-ten Grades mit Hauptkoeffizient 1 und mit reellen Koeffizienten und
n verschiedenen reellen Nullstellen eine offene Teilmenge im Raum der Polynome
n-ten Grades mit Hauptkoeffizient 1 und mit reellen Koeffizienten ist.

Aufgabe 6. Zeige fir P(X) € M, dass die Nullstellen des Polynoms P(X)
differenzierbar von den Koeffizienten des Polynoms P(X) abhingen.

Aufgabe 7. Ist f ein Diffeomorphismus von U nach M?
Aufgabe 8. Ist f eine Lipschitz-Einbettung von U C R™ in R™?



